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論 文 要 旨 
 
 ランダムグラフは, 生体内ネットワークやタンパク質構造などの複雑な系における対象間の 2 項
関係を辺により表す確率モデルとして古くから研究されてきた. 最も典型的なランダムグラフの一
つである Erdős–Rényi グラフは, n 頂点集合上の完全グラフの各辺が他と独立にある等しい確率 p で
維持され, 残りの確率 1–p で削除されることによってできる, 完全グラフのランダム部分グラフと
して定義される. その確率分布を G(n,p)と表記する. 1960 年頃からの Erdős と Rényi による系統的な
研究により, Erdős–Rényi グラフの連結性やサイクルの形成などの様々な性質に関する相転移現象
が示された.  
他方, 2000 年代初頭から発展してきた位相的データ解析では, 複雑な系における対象間の 2 項関
係のみならず多項関係を様々な次元の単体(頂点, 辺, 三角形面, 四面体など)により表すことで得
られる幾何学的対象の位相的性質に着目する. このように様々な次元の単体を適切に組み合わせ




ランダム単体複体の研究は, 2006 年の Linial と Meshulam による Linial–Meshulam 複体の研究に始
まる. 固定した自然数 d に対して, d-Linial–Meshulam 複体とは, n 頂点集合におけるすべての(d–1)次
元単体(C(n,d)個)を含み, 各 d 次元単体(C(n,d+1)個)がそれぞれ他と独立にある等しい確率 p で含ま
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れるランダム単体複体をいい, その分布を Yd(n,p)と書く. なお, d=1 のときは, Yd(n,p)は G(n,p)と一
致する. 他の典型的なランダム単体複体のモデルとして, Kahleにより導入されたランダムクリーク
複体がある. これは, G(n,p)に従う Erdős–Rényi グラフのクリーク複体として定義され, その分布を
C(n,p)と書く. ここで, 与えられた単純無向グラフ G に対するクリーク複体とは, G に含まれる各部
分完全グラフに対して, 対応する次元の単体を付加することにより生成される単体複体をいう.  
本博士論文では, 先述のランダム単体複体モデルを特別な場合として含むより広いクラスのラン
ダム単体複体モデルを考察する. より具体的には, homogeneity と spatial independence という二つの
性質を導入し, それらを満たすランダム単体複体の位相的性質について研究を行う. 本論文は, 大
きく分けて 3 つのトピックから成り, それぞれ 2, 3 及び 4 章に対応する. 第 1 章では, 3 つのトピッ
クそれぞれにおける研究動機や研究成果について述べた後, 単体複体, ホモロジー群及びコホモロ
ジー群などの基本的な概念を整理する. また, Homogeneity や spatial independence の定義及びそれら
の性質を満たすランダム単体複体に付随する 2 種の重要なパラメータ qkと rk (k は–1 以上の整数)
の導入を行い, いくつかの典型例を述べる. 以下, 2, 3 及び 4 章の概要と構成について述べる.  
第 2 章では, homogeneous かつ spatially independent なランダム単体複体の Betti 数(独立な高次元
「穴」の個数)に関して, 頂点数を無限に大きくするときの漸近挙動について議論する. 本章の主目
的は, 2016 年に Linial と Peled により得られた, d-Linial–Meshulam 複体の(d–1)次 Betti 数に関する極
限定理の一般化を行うことである. 2.1 節では, 本章の主結果である定理 2.1.1 及びいくつかの具体
例を述べる. 定理 2.1.1 は, k を非負整数として任意に固定するとき, homogeneous かつ spatially 
independent なランダム単体複体の k 次 Betti 数が, 適切なスケーリングとパラメータ qk及び rkに対
する仮定の下で, ある定数に Lr収束(r は 1 以上の任意の実数)することを主張する. 定理 2.1.1 を
d-Linial–Meshulam 複体モデルに適用することで, Linial と Peled による結果が従う. また, 定理 2.1.1
をランダムクリーク複体モデルに適用することで, ランダムクリーク複体の k次Betti数に関する極
限定理(定理 1.1.3)を得る. この結果はこれまで経験的にしか知られていなかった, C(n,p)に従うラン
ダムクリーク複体の k 次 Betti 数の p に関する単峰性を明示的な単峰関数与えることで示した最初
の結果である. k=1 の場合, つまり独立なサイクルの個数を数える場合で直感的に述べると, この単
峰性は, 辺の増加に伴うサイクル形成の作用と三角形面の増加に伴うサイクルを塞ぐ作用との競合
関係によるものである. このような二つの競合する作用があることが, ランダムクリーク複体を含
むより一般の homogeneous かつ spatially independent なランダム単体複体と Linial–Meshulam 複体と
の決定的な違いであり, Betti 数の漸近挙動の評価を複雑にする大きな要因である. 2.2 節では, 定理
2.2.1 の証明において重要になる, homogeneous かつ spatially independent なランダム単体複体が高次
元版のGalton–Watson木に local weak収束すること(定理2.2.4)を示す. ここで, 単体複体の local weak
収束とは, グラフの Benjamini–Schramm 収束の高次元への一般化であり, 2.1.1 節で定義を与える. 
2.3節では, 定理 2.2.4で得られた local weak収束の結果からBetti 数の漸近挙動の評価を行うために, 
単体複体の local weak収束に関して半連続性を持つ二つの異なる量でBetti数の上からと下からの評
価を行う. これらの量の漸近挙動の評価を行うことにより, homogeneous かつ spatially independent
なランダム単体複体の Betti 数の漸近挙動評価を local weak 極限である高次元版の Galton–Watson 木
に付随する量により行うことができる. 以上の議論により, 定理 2.1.1 の証明を与える.  
第 3 章では, homogeneous かつ spatially independent なランダム単体複体の Betti 数が消えない(つま
り, 正値である)確率の上からの評価(定理 3.1.1)及び Betti 数の期待値の上からの評価(定理 3.1.5)を, 
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前述の 2 種のパラメータ qk及び rkを用いて行う. 3.1 節では, 主結果といくつかの具体例を述べる. 
3.2節では, 定理 3.1.1と 3.1.5の証明において重要な概念である単体複体のリンクについて述べた後, 
homogeneous かつ spatially independent なランダム単体複体のリンクの 1 次元スケルトンが
Erdős–Rényi グラフと類似の構造を持つことを示す. 3.3 節では, 初めに単体複体の Betti 数が消える
ための十分条件をリンクの 1次元スケルトンとそのスペクトルギャップの言葉で記述するコホモロ
ジー消滅定理について述べる. これにより, Betti 数が消えない確率の上からの評価は, Erdős–Rényi
グラフのスペクトルギャップの解析に還元される. 次に, Erdős–Rényi グラフのスペクトルギャップ
の評価を与えた Kahle らによる結果と合わせることで, 定理 3.1.1 の証明を与える. 一方, 定理 3.1.5
における Betti 数の期待値の上からの評価は, コホモロジー消滅定理の仮定が必ずしも満たされる
とは限らない場合も含むため, 3.4 節では, コホモロジー消滅定理の定量的な一般化を行う. これは, 
有限単体複体の Betti 数を, すべてのリンクの 1 次元スケルトン上のラプラシアンの「小さな」固有
値の個数により上から抑える評価式である. これにより, Betti 数の期待値の上からの評価を, 
Erdős–Rényi グラフ上のラプラシアンの固有値に関する評価に還元することで, 定理 3.1.5 の証明を
与える.  
4章では, homogeneousかつ spatially independentなランダム単体複体の時刻に関する増大族につい
て考察する. このランダム単体複体の増大族を, homogeneousかつ spatially independentなランダムフ
ィルトレーションと呼ぶ. 4.1 節では, パーシステントホモロジーに関する基本事項を述べる. パー
システントホモロジーの理論により, 与えられたフィルトレーションにおいて独立な高次元穴の発
生時刻と消滅時刻が定まる. これらの時刻の差を生存時間といい, 高次元穴の持続性を表す一つの
指標とみなせる. すべての生存時間の和を生存時間和と呼ぶ. 4.2 節では, homogeneous かつ spatially 
independentなランダムフィルトレーションの生存時間和に関して, 頂点数を無限に大きくするとき
の極限定理(定理 4.2.1)を述べる. 加えて, 生存時間和の期待値の頂点数に対するオーダーは, より
弱い仮定の下で決定されること(定理 4.2.4 と 4.2.5)を述べる. また, いくつかの典型的なランダムフ
ィルトレーションモデルを導入し, 具体例を述べる. これらの定理の証明では, 生存時間和を各時
刻での Betti 数の時間積分で表す生存時間公式が重要となる. 4.3 節では, 生存時間公式を用いなが
ら, 2 章で与えた homogeneous かつ spatially independent なランダム単体複体 Betti 数の極限定理(定理
2.1.1)及び 3 章で与えた Betti 数の期待値の上からの評価(定理 3.1.5)を援用することで, 定理 4.2.1, 
4.2.4 及び 4.2.5 の証明を与える. 最後に 4.4 節では, 生存時間のべき乗和を考察する. しかし, 生存
時間の一般のべき乗和に対しては生存時間公式が複雑になるため, 上述のアプローチを適用するこ
とは一般には困難である. そこで, 部分的な解決として, すべての高次元穴の発生時刻が初期時刻
0 であるようなランダムフィルトレーションに対しては, 生存時間のべき乗和が各時刻での Betti 数
の Lebesgue–Stieltjes 積分で表されることを示す. この公式を適用することで, Linial–Meshulam 複体
フィルトレーションという具体的なランダムフィルトレーションモデルに対して, 生存時間のべき














定で，各種定理の一般化に成功したことが挙げられる．そのモデルは homogeneous 性と spatial 
independence 性という 2 つの性質で特徴付けられており，これは全く新しい大幅な一般化になっ
ている． 
まず 2 章では一般化モデルに対してベッチ数の極限定理を示している．またこの一般化モデルに
おけるベッチ数の極限定理の系として，ランダムクリーク複体モデルで重要な問題であったベッ
チ数の極限定理を完全な形で証明することに成功し，さらには数値実験で示唆されていたベッチ
数の単峰性を数学的に証明することにも成功している．3 章ではこの一般化モデルの設定でコホ
モロジー消滅定理を定量的に考察しており，主定理では一般化モデルにおける異なるレジームで
のベッチ数の漸近的振る舞いを明らかにしている．4 章では全域木の高次元版やその上の重み最
小化問題をパーシステントホモロジーの観点から調べるとともに，ゼータ関数の特殊値に関係す
るある予想を肯定的に解決している．  
ここに示した一連の結果は彼が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有する
ことを示している．以上のことから金澤秀氏の提出した博士論文は，博士(理学) の学位論文とし
て合格と認める． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
